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Per lo svolgimento dell’esame è vietato l’uso di calcolatrici e cellulari.
È ammessa invece la consultazione dei propri appunti del corso.

Tutte le risposte vanno adeguatamente dimostrate, eventualmente enun-
ciando dei risultati visti a lezione.

Si ricorda che per verificare un asserto occorre una dimostrazione,
mentre per confutarlo basta un controesempio.

Esercizio 1 [6 punti]
Si consideri la successione

αn =

(
1 +

1

an

)an+1

,

nei tre casi seguenti
an = n, an = en, an =

√
n.

— In quali casi la successione αn converge ad e ?
— Nei casi individuati al punto precedente, quando la convergenza avviene decrescendo ?

Esercizio 2 [6 punti]
Data an = (1 + sinn)n, calcolare lim infn→+∞ an e lim supn→+∞ an.

Esercizio 3 [6 punti]
Dire (giustificando la risposta) se la funzione g(x) = x log x è uniformemente continua sugli
intervalli ]0, 1] e [1,+∞[.

Esercizio 4 [10 punti]
Si consideri la funzione

f(x) = 2ax− log(|eax − 1|),

con a > 0 un parametro reale positivo.
— Determinare il dominio e l’immagine di f . Determinare eventuali asintoti. La funzione

è limitata ?
— Determinare massimi/minimi e dire se sono relativi o assoluti.
— Determinare l’insieme di continuità e di derivabilità di f .
— Quanti zeri ha la funzione ? Come varia il numero di zeri al variare di a ?

GIRARE



Esercizio 5 [8 punti]
Sia f : I → R una funzione derivabile su I intervallo. Supponiamo che

|f ′(x)| ≤ 1

2
, ∀x ∈ I.

— Dimostrare che per ogni x, y ∈ I vale la disuguaglianza |f(x)− f(y)| ≤ |x−y|2 .
— Dimostrare che f manda successioni di Cauchy in successioni di Cauchy.
— Dimostrare che se f è suriettiva allora I è illimitato.
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