


















Analisi Matematica 1, a.a. 2020/21, 2° semestre
Corso di Laurea in Matematica
Docenti: Emanuele Callegari, Fabio Ciolli

Equazioni su C
1. Trovare le soluzioni complesse delle equazioni seguenti, esprimendole in forma cartesiana, trigono-
metrica ed esponenziale.

1.
(
z2 + i

)2
= 1 .

2. z2 + z + 2z = 1 .

3. w4 − iw3 − w = −i .

4. z6 + iz3 = 0 .

5. (z + i)3 =
1− i

1 + i
.

6. (z +
√

2)2 +
4

1 + i
√

3
= 0 .

7.
(
z2
∣∣∣∣z4
∣∣∣∣+ 2

)(
z(i z + 2)− 1

)
= 0 .

8.
(
z2 + z + 1

) (
z2|z|+ 2

)
= 0 .

9.
(
z3 + |z|

)(
z2 + z + i

)
= 0 .

10.
(
z3 z − |z|

) (
z2 + 2i− 1

)
= 0 .

2. Dopo aver determinato il dominio delle seguenti equazioni complesse trovarne le soluzioni.

1.
z̄

2− z
+

2|z|2

z3 − 8
= 0 .

2.
1

|z|2 − 1

(
1− 1

z

)
=

1

|z|
.

3.
(
z + |z| − 1

)(
z2 +

8

z2 + 4

)
= 0 .

4.
(
z3 z +

i

2

)(
iz − 2

z + 1

)
= 0 .

5.

(
2zz3 − 3

2
+ i

√
27

2

)(
2z − i

z

)
= 0 .

6.
(
iz − 2

z

)(
z2|z|+ i(1 + i)

)
= 0 .
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Esercizi sui numeri complessi

Scrivere in forma algebrica z= a + ib con a, b ∈ R i seguenti numeri complessi:
1)

1

i(3 + 2i)2

=
1

i(9 + 4i2 + 12i)
=

1

i(9 + 12i− 4)
=

1

9i+ 12i2 − 4i
=

= − 1

12− 5i
=

1(12 + 5i)

(12− 5i)(12 + 5i)
= −−12− 5i

144 + 25
= − 12

169
− 5

169
i.

In questo esercizio, così come nei successivi, moltiplichiamo numeratore e de-
nominatore per il coniugato del denominatore svolgendo poi alcuni passaggi
algebrici. Ricordare che dato un numero complesso z = a+ ib il suo coniugato
z è a− ib. Notare inoltre che i2 = −1.

2)
(2 + i)(1− i)

3− 2i

=
(2 + i)(1− i)(3 + 2i)

(3− 2i)(3 + 2i)
=

(2− 2i+ i− i2)(3 + 2i)

9− 4i2
=

=
9 + 6i− 6i− 4i2 + 3i+ 2i2

9 + 4
=

11 + 3i

13
=

11

13
+

3

13
i.

3)

(
√
3 +

√
2i)3√

2−
√
3i

=
(
√
3 +

√
2i)3(

√
2 +

√
3i)

(
√
2−

√
3i)(

√
2 +

√
3i)

=
(3
√
3 + 9

√
2i− 6

√
3− 2

√
2i)(

√
2 +

√
3i)

2− 3i2
=

=
(−3

√
3 + 7

√
2i)(

√
2 +

√
3i)

2 + 3
=

−3
√
6− 9i+ 14i− 7

√
6

5
=

−10
√
6 + 5i

5
= −2

√
6+i.

Ridurre in forma trigonometrica i seguenti numeri complessi:
1)

z = −3i

a = 0, b = −3 → ϱ =
√
0 + 9 = 3 →

cos θ = 0
3 = 0

sin θ = −3
3 = −1

 → θ =
3

2
π

z = 3(cos
3

2
π + i sin

3

2
π).
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Si ricorda che

z = a+ ib : ϱ =
√
a2 + b2, cos θ =

a

ϱ
, sinθ =

b

ϱ
, z = ϱ(cos θ + i sin θ)

2)
z = −5

a = −5, b = 0 → ϱ =
√
25 + 0 = 5 →

cos θ = −5
5 = −1

sin θ = 0
5 = 0

 → θ = π

z = 5(cosπ + i sinπ).

3)

z =
√
3 + 1

a =
√
3, b = 1 → ϱ =

√
3 + 1 = 2 →

cos θ =
√
3
2

sin θ = 1
2

 → θ =
5

6
π

z = 2(cos
5

6
π + i sin

5

6
π).

I seguenti numeri complessi non possono essere direttamente trasformati in for-
ma trigonometrica. Moltiplichiamo quindi numeratore e denominatore per il
coniugato del denominatore ed eseguiamo alcuni passaggi algebrici per ridurli
alla forma z = a+ ib.
1)

1 + i

1− i

=
(1 + i)(1 + i)

(1− i)(1 + i)
=

1 + i2 + 2i

2
=

2i

2
= i quindi a = 0, b = 1

ϱ =
√
0 + 1 = 1 →

cos θ = 0
1 = 0

sin θ = 1
1 = 1

 → θ =
π

2

z = cos
π

2
+ i sin

π

2
.

2)
1 + i√
3 + i
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=
(1 + i)(

√
3− i)

(
√
3 + i)(

√
3− i)

=

√
3 + 1

4
+

i(
√
3− 1)

4

quindi a =

√
3 + 1

4
, b =

(
√
3− 1)

4

ϱ =

√
3 + 1 + 2

√
3

16
+

3 + 1− 2
√
3

16
=

√
1

2
=

1√
2

cos θ =
√
3+1
4 ·

√
2 =

√
6+

√
2

4

sin θ =
√
3−1
4 ·

√
2 =

√
6−

√
2

4

 → θ =
π

12

Notare che cos
π

12
= cos(

π

4
− π

6
) = cos

π

4
· sin π

6
+ sin

π

4
· cos π

6
=

√
2

4
+

√
6

4

z =
1√
2
(cos

π

12
+ i sin

π

12
).

3)

1 + i
√
3

1− i

=
(1 + i

√
3)(1 + i)

(1− i)(1 + i)
=

(1 + i
√
3)(1 + i)

1− i2
=

1 + i+
√
3i+

√
3i2

2
=

1−
√
3

2
+
i(1 +

√
3)

2

Quindi a =
1−

√
3

2
, b =

1 +
√
3

2

ϱ =

√
1 + 3− 2

√
3

4
+

3 + 1 + 2
√
3

4
=

√
2

cos θ = 1−
√
3

2 · 1√
2
= 1−

√
3

2
√
2

sin θ = 1+
√
3

2 · 1√
2
= 1+

√
3

2
√
2

 → θ =
7

12
π

z =
√
2(cos

7

12
π + i sin

7

12
π)
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Utilizzare la formula di De Moivre ( zn = ϱn(cos(nθ) + i sin(nθ)) per calco-
lare le potenze dei seguenti numeri complessi :

1)

(
1− i

1 + i
)3

= (
(1− i)2

1− i2
)3 = (

1 + i2 − 2i

2
)3 = (

−2i

2
)3 = −i3

Quindi a = 0, b = −1

ϱ =
√
0 + 1 = 1

cos θ = 0
1 = 0

sin θ = −1
1 = −1

 → θ =
3

2
π

(
1− i

1 + i
)3 = 13(cos(3 · 3

2
π) + sin(3 · 3

2
π)i) = cos

9

2
π + sin

9

2
πi = 0 + 1i = i

2)
(1 + i)20

a = 1, b = 1 ϱ =
√
2

cos θ = 1√
2
=

√
2
2

sin θ = 1√
2
=

√
2
2

 → θ =
3

2
π

(1 + i)20 = (
√
2)20(cos(20 · π

4
π) + sin(20 · π

4
)i) = 210(−1 + 0i) = −210

3)
(1− i)11

a = 1, b = −1 ϱ =
√
2

cos θ = 1√
2
=

√
2
2

sin θ = −1√
2
= −

√
2
2

 → θ =
π

4

(1−i)11 = (
√
2)11(cos(11·7

4
π)+sin(11·7

4
π)i) = 25

√
2(cos

5

4
π−sin 54πi) = 32

√
2(− 1√

2
− 1√

2
) = −32−32i

Utilizzare la formula zk = ϱ
1
n [cos( θ+2kπ

n ) + i sin( θ+2kπ
n )] per trovare le radici

dei seguenti numeri complessi:
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1)
3
√
i− 1

a = −1, b = 1, ϱ =
√
2

cos θ = −1√
2

sin θ = 1√
2

 → θ = π − π

4
=

3

4
π

zk =
√
2

1
3 [cos(

3
4π + 2kπ

3
) + i sin(

3
4π + 2kπ

3
)] per k = 0, 1, 2

z0 =
√
2

1
3 [cos(

3
4π

3
) + i sin(

3
4π

3
)] =

6
√
2[

√
2

2
+ i

√
2

2
]

z1 =
6
√
2[cos(

3
4π + 2π

3
) + i sin(

3
4π + 2π

3
)] =

6
√
2[cos(

11
4 π

3
) + i sin(

11
4 π + 2π

3
)] =

=
6
√
2[cos(

11

12
π) + i sin(

11

12
π)] =

6
√
2[−

√
6 +

√
2

4
+ i

√
6−

√
2

4
]

Essendo cos
11

12
π = cos(π − π

12
) = − cos

π

12
= −

√
6 +

√
2

4

e sin
11

12
π = sin(π − π

12
) = sin

π

12
=

√
6−

√
2

4

z2 =
6
√
2[cos(

3
4π + 4π

3
) + i sin(

3
4π + 4π

3
)] =

6
√
2[cos(

19

12
π) + i sin(

19

12
π)] =

=
6
√
2[

√
6−

√
2

4
+−i

√
6 +

√
2

4
]

Essendo
19

12
π =

3

2
π +

π

12
abbiamo cos(

3

2
π +

π

12
) = sin

π

12
=

√
6−

√
2

4

e sin(
3

2
π +

π

12
) = − cos

π

12
= −

√
6 +

√
2

4
da cui la soluzione.

2)
4

√
−2− 2

√
3i
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a = −2, b = −2
√
3, ϱ =

√
4 + 12 = 4

cos θ = −1
2

sin θ = −
√
3
2

 → θ =
4

3
π

zk = 4
1
4 [cos(

4
3π + 2kπ

4
) + i sin(

4
3π + 2kπ

4
)] per k = 0, 1, 2, 3

z0 = 4
1
4 [cos(

1

3
π + i sin

1

3
π] = 4

1
4 [
1

2
+ i

√
3

2
]

z1 = 4
1
4 [cos(

5

6
π + i sin

5

6
π] = 4

1
4 [cos(

π

6
− i sin

π

6
] = 4

1
4 [−

√
3

2
+

i

2
]

z2 = 4
1
4 [cos(

4

3
π + i sin

4

3
π] = 4

1
4 [− cos(

π

3
+ i(− sin

π

3
)] = 4

1
4 [−1

2
− i

√
3

2
]

z3 = 4
1
4 [cos(

11

6
π + i sin

11

6
π] = 4

1
4 [− cos(

π

6
+ i(− sin

π

6
)] = 4

1
4 [

√
3

2
− i

2
]
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Risolvere le seguenti equazioni con i numeri complessi:

1)
z2 + 2z + 3 = 0

z =
−1±

√
1− 3

1

z1 = −1− i
√
2; z2 = −1 + i

√
2

Notare che
√
−2 =

√
−1 · 2 =

√
−1 ·

√
2 =

√
i2 ·

√
2 = i

√
2

2)
z + 3i+Re(z)(i+ (Im(z))2) = 0

Sostituendo z = a+ ib abbiamo

a+ ib+3i+a(i+ b2) = 0 → a+ ib+3i+ai+ab2 = 0 → a+ ib2+ i(b+3+a) = 0

 a+ ab2 = 0

b+ 3 + a = 0
→

 a = 0 ∪ 1 + b2 = 0

b+ a = −3
→

{
a = 0
b = −3

→ z = −3i

{
b =

√
−1

a+ b = −3
→ nessuna soluzione reale

3)
z2 + 2iz − 3 = 0

dato che il coe�ciente di è b pari, usiamo la formula ridotta z =
− b

2 ±
√
( b2 )

2 − ac

a

z = −1±
√
i2 + 3 = −i±

√
1 + 3 → z1 =

√
2− i

z2 = −
√
2− i

4)
iz3 = z

Dato z = ϱ(cos θ+i sin θ) abbiamo z3 = ϱ3(cos 3θ+i sin 3θ) e z = ϱ(cos θ−i sin θ) →
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iϱ3(cos 3θ + i sin 3θ) = ϱ(cos θ − i sin θ) →

ϱ3(i cos 3θ + i2 sin 3θ) = ϱ(cos θ − i sin θ) →

ϱ3(− sin 3θ + i cos 3θ) = ϱ(cos θ − i sin θ)

De�nendo le condizioni per l'uguaglianza di due numeri complessi in forma
trigonometrica abbiamo ϱ3 = ϱ

cos 3θ = − sin θ
− sin 3θ = cos θ

→
{

ϱ3 − ϱ = 0
− cot 3θ = −tgθ

→

 ϱ = 0 ∪ ϱ =

⟨
+1
−1 non ammissibile

tg(π2 − 3θ) = tgθ
→

{
ϱ = 0 ∪ ϱ = 1
tg(π2 − 3)θ = θ + kπ notare che tgx = tgβ ⇔ x = β + kπ

→{
ϱ = 0 ∨ ϱ = 1
π
2 − 4θ = kπ ↔ 4θ = π

2 − kπ ↔ θ = π−2kπ
8 per k = 0,1,2

z1 = 0
z2 = cos(π−2kπ

8 ) + i sin(π−2kπ
8 ) per k = 0,1,2

5)
z6 + 2z3 − 3 = 0

Ponendo w = z3 abbiamo w2 + 2w − 3 = 0z3 = −1±
√
1 + 3 =

⟨
z3 = −3
z3 = 1

Per z3 = −3 ϱ = 3

cos θ = −3
3

sin θ = 0

}
θ = π

z1 =
3
√
3(cos

π

3
+ i sin

π

3
)

z2 =
3
√
3(cosπ + i sinπ)

z3 =
3
√
3(cos

5

3
π + i sin

5

3π
)

Per z3 = 1 ϱ = 1

cos θ = 1
sin θ = 0

}
θ = 0

z4 =
3
√
1(cos 0 + i sin 0)

z5 =
3
√
1(cos

2

3
π + i sin 23π)

z6 =
3
√
1(cos

4

3
π + i sin

4

3
π)

6)
z2 + z = 0
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Sostituendo z = a+ ib abbiamo

(a+ ib)2 + a− ib = 0 → a2 − b2 + 2aib+ a− ib = 0{
a2 − b2 + a = 0
2ab− b = 0

→
{

a2 − b2 + a = 0
b(2a− 1) = 0

→

{
a2 − b2 + a = 0
b = 0 ∪ a = 1

2

→

{
a2 + a = 0
b = 0

→

 a(a+ 1) = 0

⟨
a = −1
a = 0

b = 0
→ z1 = −1

z2 = 0

{
( 12 )

2 − b2 + 1
2 = 0

a = 1
2

→

 b2 = 3
4

⟨
b = −

√
3
2

b =
√
3
2

a = 1
2

→ z3 = 1
2 − i

√
3
2

z4 = 1
2 + i

√
3
2

7)
z4 = |z|

ϱ4(cos 4θ − i sin 4θ) = ϱ{
ϱ4 = ϱ
4θ = 2kπ

→
{

ϱ(ϱ3 − 1) = 0
θ = kπ

2

→
{

ϱ = 0 ∪ ϱ = 1
θ = kπ

2

z0 = 0
z1 = cos kπ

2 + i sin kπ
2 per k = 0, 1, 2, 3

8)
iRe(z) + z2 = |z|2 + 1

Sostituendo |z| =
√
a2 + b2 e z = a+ ib abbiamo

ai+a2−b2+2aib−a2−b2−1 = 0 → a2−b2−a2−b2−1+ i(a+2ab) = 0{
a2 − b2 − a2 − b2 − 1 = 0
a+ 2b = 0

→
{

−2b2 − 1 = 0
a(1 + 2b) = 0

→
{

2b2 = −1
a = 0 ∪ b = −1

2

→{
b =

√
−1

2

a = 0 ∪ b = − 1
2

→ ∅

9)
2|z|2 = z3

2ϱ2 = ϱ3(cos 3θ + i sin 3θ){
2ϱ2 = ϱ3

2kπ = 3θ
→

{
2ϱ2 − ϱ3 = 0
2kπ = 3θ

→

 ϱ2(2− ϱ) = 0

⟨
ϱ = 0
ϱ = 2

θ = 2kπ
3 per k = 0, 1, 2

z1 = 0
z2 = 2(cos 2kπ

3 + i sin 2kπ
3 ) per k = 0, 1, 2
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10)

z2 + im(z) + 2z = 0 dove z = a + ib

⇔ (a+ ib)2 + ib+ 2(a− ib) = 0

⇔ a2 − b2 + 2iab+ ib− 2a− 2ib = 0

⇔ a2 − b2 + 2a+ i(2ab− b) = 0

⇔
{

a2 − b2 + 2a = 0
2ab− b = 0

⇔
{

a2 − b2 + 2a = 0
b(2a− 1) = 0

⇔ a =
1

2
∪ b = 0

Se a =
1

2
→ 1

4
− b2 +1 = 0 ⇒ b = ±

√
5

2
⇒ z1 =

1

2
− i

√
5

2
, z2 =

1

2
+ i

√
5

2

Se b = 0 → a2 + 2b = 0 ⇒ a = 0 a = −2 ⇒ z3 = 0, z4 = −2
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