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Analisi Matematica 12 a.a. 2020/21, 2° semestre
Corso di Laurea in Matematica
Docenti: Emanuele Callegari, Fabio Ciolli

Equazioni su C

1. Trovare le soluzioni complesse delle equazioni seguenti, esprimendole in forma cartesiana, trigono-
metrica ed esponenziale.

L (2244)° =1.

2. 224742:=1.

3wt —iwd —w=—1i.
4. 5 4+1i22=0.

1—i
5 )3 = .
E+)" =113

2 4
6. (z4+V2)?+—F2=0

10. (z°z—|2]) (z*+2i—1) =0.
2. Dopo aver determinato il dominio delle seguenti equazioni complesse trovarne le soluzioni.
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Esercizi sui numeri complessi

Scrivere in forma algebrica z= a + ib con a,b € R i seguenti numeri complessi:
1)
1

i(3 + 2i)?
B 1 B 1 B 1 B
(94 4i2 +120)  i(9+120—4) 904+ 1262 -4

1 1(12 + 5i) —12—5i 12 5

T T12-5 (12-50)(12+5i)  144+25 169 169"

In questo esercizio, cosi come nei successivi, moltiplichiamo numeratore e de-
nominatore per il coniugato del denominatore svolgendo poi alcuni passaggi
algebrici. Ricordare che dato un numero complesso z = a + b il suo coniugato
Z & a — ib. Notare inoltre che i? = —1.

2)
(2+14)(1 —1)
3—2

(2441 —4)3+2i) (2—2i+i—1i?)(3+2i)

(3-2i)(3+2i) 9 — 442

_946i—6i—4i*+3i+2° 11+3i 11 3

9+4 13 1313

(V3 +V/2i)?
V2 —/3i
(V3 4+ V202 (V2+V3i)  (3V3+9vV2i — 6v3 — 2v20) (V2 + V3i)

(V2= V3i)(V2 + v/3i) 2 -3

(=3V3+7V20)(V2+V3i) _ —3V6-9i+14i —7V6 _ —10v6+5i _ 0B

2+3 ) )

Ridurre in forma trigonometrica i seguenti numeri complessi:
1)
z=—31

cos@z%zO 3
a=0,b=-3—-90p=v0+9=3— —0=_7
sinG:%‘a:fl

z = 3(cos %7‘( + isin ;w)



Si ricorda che

b
z=a+1ib: 0=Va*+b% COSGZ%, sinG:E, z = o(cosf + isin b)
2)
z=—b
0080:%5:—1
a=-5b=0—=90p=v254+0=5— —0=m

sin@z%zO

z = 5(cosm + isin).

z =3+ 1i

0059:§ 5
a=V3b=1-0=V3+1=2— —0=-7

6
|
sm9f§

5 5
z = 2(cos 5" + isin Ew)

I seguenti numeri complessi non possono essere direttamente trasformati in for-
ma trigonometrica. Moltiplichiamo quindi numeratore e denominatore per il
coniugato del denominatore ed eseguiamo alcuni passaggi algebrici per ridurli
alla forma z = a + ib.

1)
1+
1—14
14+4)(1+4 1+42+2 2
cosf=9=0 -
0o=V0+1=1— —>9:5
Sin@:%:l
7T+,. ™
Z = COS — 781N —.
2 2
2)

1+

V3+i
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_ A+ )(B-i) \/§+1+i(\/§—1)
(V3+i)(vV3—1) 4 4

quindi a =

V3+l, (V3-1)
4 77 4

_ 3+1+2\/§+3+1—2\/§_\F_1
e= 16 6 V2~ 5

cosf = 7‘/54"'1 V2= 7\/61\/5

7r
sinf = 7\/34_1 V2= 7‘/62‘/5
2 6
Notare che cos%zcos(%—%):cos%sin%—ksin%-cos%:%—I—%
1( T Lisi 7r)
z=——=(cos — +isin —).
V2 P12 12

3)
1+iv3
1—i
(a3 (144 (L3144 1+i+V3i+3i2 13 i(1+V3)
Q=91 +i) 1—d2 B 2 T T
. 1=v3 . 1+43
Quindi a = 5 ,b= 5

1+3-2V3 3+1+2V3
Q=\/ 1 f+ 1 \f:\/i

S

1—

2

1—

1
cos 2 V2 2v2 7
— 0= —1277
: 1+v3 1 14+v/3
Sln9 2 V2 24/2

7 LT
z = V/2(cos It + isin ﬁw)



Utilizzare la formula di De Moivre ( 2" = p"(cos(nf) + isin(n#)) per calco-
lare le potenze dei seguenti numeri complessi :

1) .
=

(=2 1+t =2, =24

) e

Quindi a =0,b= -1

COSQZ%ZO 3
o=V0+1=1 —~0=2cn
sinO:_Tl:fl

1—1 3 3 9 9
Z)3 = 1%(cos(3 - 577) +sin(3- =m)i) = cos ot sin §7ri =0+1i=1

(1+i
2)
(1+i)*
a=1, b=1 0=172
cos@z%z?
—0=_r
81119:\%:72
(1442 = (v2)®(cos(20 - —7) 4 sin(20 - —)i) = 210(=1 4 0i) = —21°
3)
(1 2)11
a=1, b=-1 o0=v2
— 1L _ V2
0059—%—7 -
blnef%:f%

11 .
) = —32-32i

N11T 11 7 . T .. o 5) . N
(1-i)'* = (vV2) (Cos(llzw)—l—sm(llzﬂ)z) = 2°v/2(cos 47 sin 54mi) = 32\/5(—\/§ 7

Utilizzare la formula z, = Q%[COS(%) + isin(“E27)] per trovare le radici

dei seguenti numeri complessi:



Vi—1
cosf = ;; 5
a=-1, b=1, 0=12 =g T2
sinf = - 44
V2
1 3+ 2kw g4 2km
2, = V27 [cos(2 3 ) + isin(2 ) perk =0, 1,2
i3 3 2 2
2= V3 cos(1T) 1 isin( A7) = va1Y2 4+ iY2)
3 3 2 2
Sr42 3142 4 G2
21 = %[COS(NTM) +isin(¥)] = %[COS(%) +isin(%ﬂ)} =

_V€+v5+i¢6—v@]

; 11 11 X
= {’/i[cos(ﬁw) + iSiH(EW)] = V2| 1 1
Essend cosl— = cos( —1)——C051——M
ssendo 7= T = 5= I
. . T V6—+V2
e sin—7m=sin(r——=)=sin—=———
12 12 12 4

Sr4drn

§7T 7y
2 = Valeos( ) tising AT T)] = Yaleos(om) +isin(rom)] =

) +isin(=— 12 12

vﬁ—v§+_%¢6+¢%

6
=2
v 4 4
19 3 T . 3 T T V6 — V2
Essendo =357 + D) abbiamo COb(iﬂ- + E) =singo=—7F—

T V6 +/2 . :
= —————— da cui la soluzione.

(3 7r)
n(sr+ —)=— A
¢ 2 12 COSlQ 4

v/ —2 — 2V/3i



—_1
cosf = —3

4
a= -2, b= —2V3, o=V4+12=4 —0=—7
51119——7

%77 + 2km

4
2z = 4i[cos(#) + i sin( ) perk=0,1,2,3

V3
Ty

| =

1 1
2o = 47 [COS(gﬂ' + isin 577] = 4%[

21 = 4i[cos(%7r + isin %w] =43 [COS(% —isin %] =43 [—

e

4 4 1
29 = 41 [cos(5m +isin g7] = 4% [— cos(g Fi(—sin o)) = 45[—= — i X7

3

1 11 1
23 =41 [COS(FTF + isin FW] =47 [— COS(% + i(—sin %)] =41



Risolvere le seguenti equazioni con i numeri complessi:

1)
224+2243=0
Z_—lﬁ:\/l—S
- =

zlz—l—i\/i; zgz—1—|—i\/§

Notare che v/—2 = v/—1 - :\/—71\/52\/;2\/5:2\/5

24 3i + Re(2)(i + (Im(2))?) =0

Sostituendo z = a + ib abbiamo

a+ib+3i+a(i+b?) =0 —= a+ib+3i+ai+ab®> =0 — a+ib*+i(b+3+a) =0

a=0 .
{b: —z=—-3

a+ab®>=0 a=0 U 14=0 -3

— —
b+3+a=0 b+a=-3 {b:\/—l

— mnessuna soluzione reale
a+b=-3

2242i2-3=0

dato che il coefficiente di é b pari, usiamo la formula ridotta z =

_ -9 _ g 21:\/5—2.
z 1+£+v224+3 1 EV1I+3— 22:7\/571'

Dato z = p(cos 6+4isin §) abbiamo z° = p3(cos 30+isin 36) e Z = o(cos f—isinf) —



i0®(cos 30 + isin30) = p(cos @ — isin ) —
0%(i cos 30 + i? sin 30) = o(cosf — isinf) —
0% (—sin 30 +icos 30) = o(cosf — isin )

Definendo le condizioni per l'uguaglianza di due numeri complessi in forma
trigonometrica abbiamo

3

=0 3 _ _/ 1

cos30 = —sinf —<{ ¢ 2= 0 — =0 U o= —1 non ammissibile
. —cot 30 = —tgd

—sin 30 = cos 6

tg(§ — 30) = tgh

0=0 U p=1
tg(§ —3)0 =0+ kr  notare che tgr =tgf < = = 3+ kn

{ 0=0Vpo=1

_>
T 49=kr40=3 —kr < 0=""22T perk —0,1,2

2’1:0

29 = cos(T=2kr

2kT) + i sin(T=25T) per k = 0,1,2

5)
20422 -3=0
3 _
Ponendo w = 2% abbiamo w? + 2w —3 = 02° = -1+ V1 + =< 23:13

Per 22 =-30=3

cosfh = =2
3 =
sinf =0 }0 T

z1 = e/g(cosﬁ —ﬁ—isinﬁ)
3 3
2o = V/3(cosm + isinT)
5 5
23 = V/3(cos 3" + isin g)
Per 22 =1p=1

cosf =1
sinf =0 }920

24 = V1(cos 0 + isin 0)

2
z5 = v/1(cos 3" + isin 237)

4 4
26 = V/1(cos 37 + isin §7r)



Sostituendo z = a + b abbiamo

(a+ib)? +a—ib=0— a® —b*> +2aib+a —ib=0

a?—b+a=0 a> - 4+a=0
2ab—-b=0 b(2a—1)=0

2 _ _ a=-—1 B
{Z_+Oa0 R a(a+1)—0<a_0 L, A= 1
a?—b+a=0 _ b=0
b:O U U;:% 142 b2+1* b2_§ bzf\ég
{ 2 1 - — 4 bzﬁ —
CL:§ 1 2
CL:§
7)
7 =]
o0*(cos46 —isin4f) = o
4 3 _ _ _
ot=o o(e°—1)=0 0=0 U o=1
{49=2k7r H{ez’gf o=t
20:0
z1:cos%r—l—isin%“perkzo,l,l?;
8)

iRe(2) + 2% = 2] + 1

Sostituendo |z| = Va2 + b2 e z = a + ib abbiamo
ai+a®—b*+2aib—a®>-p*~1=0 — a®?—b*—a?—b* —1+i(a+2ab) = 0

- —a?=->-1=0 —22—-1=0 202 = —1 N
a+2b=0 a(l+2b) =0 a=0 U b=-1

20% = 0(cos 30 + isin 36)

{2Q2:Q3 {QQQ—QSZO R 92(2_9):0<§ig
2km = 36 2km = 30 9:2]‘%perk:0,1,2

21:0

29 = 2(COS%Tﬂ —i—isin%T") per k=0,1,2



10)

22 4+im(z) +2Z=0dovez = a + ib
& (a+ib)? +ib+2(a —ib) =0
& a? —b? + 2iab+ib—2a — 2ib =0
& a? — b +2a+i(2ab—b) =0

a?—b4+2a=0
< { 2ab—b =0

2 12 _ 1
@{a b% + 2a 0@(127 U b0

b(2a —1) =0 2

11, V5 1 V5 /5
Sea—§—>1_b +1—0:>b—:l:7:> 21—5_277 22—*"'17
Seb=0— a?’+20=0=> a=0 a=-2= 23=0, 24=-2
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