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9. Esercizi

Verificare, usando solo la definizione di limite, che:

1
Ll lim — =0 IZ lim n=+o00
n—+4oc N n— 400
13 lim (—=1)" = non esiste 4 tim " =1
n—+4o0c n—+4oon + 1
5 lim Vn+7=+c0 6 lim log, (2n+3) —log, (n+1) =1
n—+4o0c n—4o0c

Quali, tra le affermazioni che seguono, equivalgono a dire che lim a, =/¢€ R?
n—+4oc

|Z per ogni € > 0, definitivamente in n, si ha |a, — £| < €

8 per ogni € > 0, definitivamente in n, si ha |a, — £| < €
€

|§ per ogni € > 0, definitivamente in n, si ha |a, — {| < 2

110 per ogni € € (0, 1], definitivamente in n, si ha |a, — | <€

Dire quali, tra le seguenti affermazioni, sono vere o false:
m frequentemente in n, sinn > 0.

" . . 1
|1_2 definitivamente in n, sinn > —5.

1)
|1_3 per ogni A € R, definitivamente in n, ( n) <A
Iﬁ . - . (=)™
esiste A € R tale che, definitivamente in n, <A

n
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@ per ogni A € R, frequentemente in n, (=1)" -n < A
116 frequentemente in n, per ogni A € R, (=1)" -n < A
M definitivamente in n, frequentemente in k, sinn > cos k

@ frequentemente in k, definitivamente in n, sinn > cos k

Scrivere in simboli, cioé usando quando serve i termini "per ogni”, “esiste”, "fre-
quentemente” e "definitivamente”, le seguenti affermazioni su una successione (ay,)
a valori in R:

@ a, non tende a 5
@ a, non e limitata

. . . . 1 .
Usando solo i teoremi del confronto e il fattoche lim — =0 e lim n =+

n—+4oc N n—+4o0o
calcolare i seguenti limiti:
1
@ lim — @ lim 2n —sinn
n-—>+4o0c N n—+4oo
@ lim n?—n @ lim [sin
n—+o00 n— 400 n
: 2
@ lim o+ 3sinn @ lim ol
n—-40oc n2 n—+4+oc N — n
@ lim 4" —2" @ lim log, (4" —2")
n—-40oc n— 400
129 lim log, (3" —2") 130 1im vn2+1-—n
n—+00 n—+00
131 im Vnt+3n—/nt+n 132 jim o+l _on
n—+00 n—+00

1

. 3 . . ay =
133 lim a, dove (a,) € definita per ricorrenza da 2 9
n—r+00 Apy1] = Ay — (an) .

Usando solo gli argomenti sviluppati fino al paragrafo 4, pitu eventualmente il teo-
rema 30, calcolare i seguenti limiti:

n 100
Iﬁ lim 2 @ lim M

n—+oo 100 n—+o00 n!

n

|
@ lim n_‘ @ lim ;ﬁ

n—4o00 N n—+4o0o



66 E. Callegari - Esercizi e quesiti di Analisi Matematica 1

@ lim (=5)" @ lim L

n—+oc n! n—+oc (—5 n

@ lim (_ ‘4_1 lim L

n—+oo n! n—+oo logy (n* + 1)

(ML
S

1 2 1 4
& lim 282 \") (n 2 ‘4_3 lim 810 ) (n 2)
n—=+oc (log, n) n—+o (logzn)
59n 10 4 2
M lim m @ lim m
n—+oo n2 4 3n n—+4o00 (n — 1)5
46 lim 3" —2n 147 lim (=3)"—-2"
n—»+00 n—+4o00
48 lim 3" - (-2)" 49 im vn+1—+vn
n—»+00 n—+4o00
2
50 tim /(n+ 1) — Vi 51y Y2
50 nl{&loo (n+1)3 — Vn3 51 nl{l_}_loo @)
1\n 1+logy n
@ lim % @ lim 27
oo (4-3) ntoo 7
—_ 1) vn
154 lim (n—1)! 155 1im 100
n—+400 2"+1 n—+oo 10"
lon” n2n
56 57 -

Usando solo gli argomenti sviluppati fino al paragrafo 4, confrontare 'ordine di
infinito delle seguenti successioni:

@ a, =n", b, =(3n)'", ¢, =1000"
|5—9 ap = 1%: bn =lo n, cp= \/5 !
&7

160 an = (In3)", by =V2n, ¢, = (Inn)"

61 o, — (10M)%, b, = V10", ¢, = 10000V

@ a, = In (n2 + 1) , bp=In(2n+5), ¢, =In (2712 + 3)

63 a, =In\/n?2+1, b, = \/m, cn = (In(1+ \/ﬁ))2

@anzln(n"+l), bp =nyn, ¢, = n

(log,, €)°

@anzn"“, bp=n", cp=(n+2)
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1
@an =e", b,=¢€e"4+n, c,=e""""

&LM:WMJ,m:ﬁ,%:(9

Usando solo gli argomenti sviluppati fino al paragrafo 5 e 'osservazione 24, cal-
colare i seguenti limiti:

@ lim (l-l—%) @ lim (1—§)

n—+o00 n— 400 n

1 n
@ lim 1+ —2) lim (1-— —)
n—»-+400 mn n—>+oc
"
@ lim 1+ —) lim (1-— )
n-—>+4oo n n—>+oc
m 1 n +1

1+

S

lim
n—) + 00

n—>+oc
n-+
n+
n?+2n+8
—3n+7

Cn

n—>+oc

N\ T
et o> lim
+

n —2n+1)n7':’n7t_

I
e an +7

n—>+oc

< <

< <

< o o
(8 nw@o—%)z
(-2) 52

< (Gt

< &

<

187 lim (1+logn2)lnn

n— 400

n2

@ lim P—, @ lim _c

Usando tutti gli argomenti trattati fino ad ora calcolare i seguenti limiti:

@ lim /8" + 3n @ lim n™+1

n—-+40c n— 400



68 E. Callegari - Esercizi e quesiti di Analisi Matematica 1

@nklj}x(%—k%\/ﬁ)n thm (\/_ {75)”

@ lim n @ lim V/2V7 4 ploo

n—»+00 n—+4o00
oV (n)?
96 T o7 Y
| |
198 lim (nt1) 199 1im (n+ 100}
n—+o00 n" n—+o00 nn
100 lim Vnl+1 101 llm log,, (I+n!)
n—-+4o0o n—+
n+sinn n—1 n n __
102y 20"+ 103y 8V
n—+4oo 1()OV" + (3 + ) n—+toc gn _ gtigRn

+1 4 o24lnn _ on-3
104 |im 2 o2
nodoo (/A" 434 1/3" +4
105 Jim (n+sinn)'” +n’lnn
n—+o0c pl0 + !/'I’LZ() 1+ lll 1+ nl()())
3 n
106 Jim 2.-n"+Tn-(2n)! + 1000‘
n—+oo 103" — (2n 4+ 1)! + (n+ 1)3"
107 gy, (U FYD V43— Ved 41
n—too  In*(n+e")+ Vnl+1

2
" 4! Vi V" 4+ ()"
108  |im (n+1) - o 109 im ( - )
n—too (n+2)" —n" n—+400 (n+1)
n | 2 n+1 (n41)"
110 Jim (2" - nl+n") 111 |im (711#)
n—+oo (2n)! + (n + 1) n—too \n"t 4 y/n
112 jp (O ) ¥
n—-+4o00 (2 _ T?l_) (2+ n') !
| n+l N
113 |im (n!) ((n+1)-) :
RS (S V1) R (IR V1)
114 nli»Ifoo ((n+9)1 + n%n (n!) — n'®) . (\/nl"" F1—/n199 _ )
.on 2. 3n
115 |y 2 2 116 |im (n})”- 3"

n—+oo (2n)! n—+too  (2n)!



2 rn
117 g 75"
nkl}-loc 2n)!

2
119 |im (n!)

n—+4oc NN

2
121 lim n

n—+400 (hl n)ln(ln n)

123 iy 2
e (27
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2 n
118 i, ()7 -4"
RO

2

120 i

n—+oc (In (Inn))™"

In!
122 iy (n!)

n—+oo (nm)!

1\
124 iy, (nl):

n—+o0o "

Usando tutti gli argomenti trattati fino ad ora confrontare 'ordine di infinito delle

seguenti successioni:

n

n2
125 ap = (1+2> . bn :4", angn

|1_26 ay = (nz)!, b, = (n!)2, Cn = n*"
M ap =n"" b,=mn+1", ¢, = ('n!)2

128 a, =n", b, = (n!)2$
|1_29 an=2%", b, = n"z,

2
Cpn = on

cn = (n!)"

@anzT/ﬁ, bnz\/2_", cn:n‘/'_1

1131 an =n"" b, =(Inn)",
1132 4, = (n™, b, =

3

@an:(l+l>n‘, n

n

(n')n ) cn:2(n!)2

n3 (n—1)3

1 1 :

(l-i- ) \ cn=<1+—> , dnze"l
n+1 n

Calcolare lim inf,, ;| o a, e limsup,,_, . . a, nei seguenti casi:

[134 4, — (1 + (_i)n)n
136 4, = (14522
138 a, = (v~ |va)) "

nmw

‘1_35%: <1+sin : )"

n

1137 an, = \/nsinn
1139 an = \/r_l(sin\/r_z)2
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Dimostrare le seguenti affermazioni:

1140 Se a, — +oc allora \/m ~ /.

[141 Se a, = +o0 edae€ (0,1)U(1l,+00) allora log, (a, + o(a,)) = log, (ay).
& Data a, — +00 , non & necessariamente vero che e +°@n) ~ gan,

w Teorema del rapporto (T. 36).

@ Teorema del confronto di rapporti (T. 37).

@ Date (ay,) e (by,) si ha liminf a,, + liminf b,, <liminf(a, + b,)

n—+4o0c n—+4o0c n—+4o0

@ Se (a,,) € limitata allora I'insieme dei suoi punti limite & compatto.

10. Questiti

1 " 1
L Date a +2(1 ) e b, = —. Quali delle seguenti affermazioni sono corrette?
nn n
(a) frequentemente in nsi ha a, <b,;:

(b) definitivamente in n si ha a,, < by;
(¢) frequentemente in n si ha a,, > b,.

tutte solo (a) e (c) solo (a) [D] nessuna solo (c) solo (a) e (b)

B Dire: "Esiste € > 0 tale che, frequentemente in n, si ha |a,| > €” equivale a dire:

a, non ¢ infinitesima a, non ha limite finito a, non ha limite, né finito
né infinito (D] la,| = 400 a, non ¢ limitata a, — +0o

B Date (ay), (bn) e (cn) definite da a, = 3*"**, b, =6""% e ¢, = 9" 7!, si ha:

cn = o(b,) e b, = o(ay) an. b, e ¢, hanno lo stesso ordine a, = o(b,) e
bn = o(cy) IEI ap e b, hanno lo stesso ordine e b, = o(¢;,) a, € ¢, hanno lo

stesso ordine e b, = o(ay) b, e ¢, hanno lo stesso ordine e b, = o(a,)

| on Inn
(4  ROED A2 V) A2 B2 [ O} Eo B}

n—+oc 9ln (en* + nl) + Hnlnn




